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Premiere partie |

Généralités sur les codes modules tordus.
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F corps fini

Définition

C, code linéaire de longueur n et de dimension k : sev de F” de dimension k.

Matrice génératrice G € My ,(F), rang(G) = k

C={mxG|meFk}
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Distance minimale de C :

d = miny yec x2,dn(X, y) = mingec x0du(x, 0)
ol dy(x,y) :=#{i | x; # yi}
notation [n, k, d|q

Théoreme de la borne de Singleton : d < n—k+1
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Définition

Soit C C F". Le dual C+ de C est

Ct:={x€F"|Vce C,<x,c>=0}

ou Vx,y € F",
n—1
<X,y >.= Zx,-y,-.
i=0

Matrice de contréle H de C : matrice génératrice de C+

C={x€eF"|Hx"x=0}
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Exemples de familles de codes :

@ Codes MDS :d=n—k+1
ex : codes de Reed-Solomon, Reed-Solomon généralisés, codes de Gabidulin

e Codes auto-duaux : C = C+

ex : codes auto-duaux de Sloane, Thompson; Gaborit, Otmani; Harada, etc

But de ce cours : présentation de quelques travaux réalisés avec Willi Geiselmann
et Felix Ulmer sur les codes tordus :

codes cycliques tordus autoduaux

codes d’'évaluation tordue MDS
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Définition (codes 6-cycliques, [BGU 2007]-)
e F, corps fini; n € N*; 0 € Aut(F)
e C C F", code linéaire

e C est un code 0-cyclique si ¥(co, €1y - -y Cn2,Cn—1) € F",

(Co, (@il 60 0 0 G0 Cn—l) ceC=> (Q(C,,_l), H(Co), 9(61), 800 Q(Cn_z)) eC

@ Si 6 = Id, alors C est un code cyclique.
e SiF=TF, et , alors C est un
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@ R = F[X; 0] anneau des polynémes tordus (Ore, 1933) défini par
Vae F,X-a=10(a)X.

@ R est un anneau euclidien a droite et a gauche.
existence de lerm, lclm, gcld, gerd

e Soit F? = Fix(f) et soit m = ord(). Les éléments de F?[X™] sont centraux :

Yae F, X" -a=0"(a)X™ =aX"
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R = F[X]

R/(X™—1) anneau quotient <+ F"
U U
(g)/(X"—1) idéal principal <+ C code cyclique
!
glX"—1

£ unitaire
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X-a=0(a)X

R= F[X;0] , 6 ¢€ Aut(F)

R/R(X" —1) R-module a gauche “ Fr
U U
Rg/R(X" —1) R-sous-module a gauche <« C =(g)np.c code O-cyclique

I

gl X"—1
g unitaire
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Codes [2,1]4 cycliques et 6-cycliques

Fs =TFa(a),a® +a+1=0,0:x— x2, R=TF4X;0]

o Les facteurs de degré 1 de X? — 1 dans F4[X] :

X2 —1=(X+1)(X+1) € Fy[X]

o Les facteurs a droite de degré 1 de X?> — 1 dans R :

X2-1 = (X+1)-(X+1)
(X +a°) - (X + a)
(X +a) (X +2%)
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Codes [4,2]4 cycliques et #-cycliques.

Fs =TFa(a),a® +a+1=0,0:x— x>, R =TF4[X;0]
o Les facteurs de degré 2 de X* — 1 dans F4[X] :

X*—1=(X?+1)(X?+1) € FyX]

@ Les facteurs a droite de degré 2 de X* — 1 dans R :
X*—1 = (X2+1)-(X2+1)

(X2 4+ aX + a%) - (X2 + aX + a)
(X? 4+ 22X +a) - (X% + 22X + a%)
(X2 + X +a)- (X2+ X+ 2%
(
(
(

X2+ X+2a%) (X2+ X+ a)
X2+ aX +2%)- (X2 4 22X +a)
X2 +aX +a) (X?+aX +a%)
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Codes [10, 5]4 cycliques et #-cycliques.

Fy =Fa(a),a® +a+1=0,0: x> x2, R=TF,4[X;0]
o Les facteurs 2 droite de degré 5 de X'© — 1 dans F4[X] :
X101
(X5 —1)(X®-1)
XS+ X4+ 22X3 4+ 22X2+ X+ )(X5+ X +aX3+aX2+ X +1)
= X5+ X +aX3+aX2+ X +1)(XP+ X*+2°X3 +2°X2+ X +1)

o Les facteurs a droite de degré 5 de X' — 1 dans R :

X0 _1 = (X5-1)-(X5-1)
= (X°+a)-(X°+27)

51 facteurs a droite
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Deux polynémes g1 et g» de R sont dits similaires (g1 ~ g2) si les modules a
gauche (ou a droite) R/(g1) et R/(g2) sont isomorphes ([Jacobon 1943]).

Théoreme (Ore, Jacobson)

Soient h= hy --- hy, = g1 - - - g, deux décompositions en produits d'irréductibles de
R. Alors m = n et 30 € S,, g,(jy ~ hi.

Factorisation des polyndmes sur R :

[Ore, 1933], [Jacobson, 1943], [Giesbrecht, 1998], [Odoni, 1999],
[Coulter, Havas, Henderson, 2004],[Caruso, Leborgne, 2012], ...
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R = F[X;0], 0 € Aut(F)

R/R(X" +1) R-module a gauche “ Fr
U U
Rg/R(X"+1) R-sous-module a gauche <> C =(g)no.nc 0-négacyclique
I
gl X"+ 1
g unitaire

Autour de codes définis a I'aide de polyndmes tordus 4-8 février 2019 15 /86



R = F[X;0], 0 € Aut(F)

R/R(X" —a),a € F* R-module a gauche “ F"
U U
Rg/R(X" — a) R-sous-module a gauche <+ C=(g)2, 6-constacyc.
I
gl X"—a
£ unitaire
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R = F[X; 0], 0 € Aut(F)

R/Rf,deg(f) =n R-module a gauche “ Fr
U U
Rg/Rf R-sous-module a gauche <« C =(g)ns 0-code module
I
gl f

g unitaire, go # 0
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Définition (#-codes modules)
@ F, corps fini; n e N*; § € Aut(F) et C C F"
@ C est un 0-code module si 3 g(X) € R = F[X; 0] tel que

(... 1) € Cog(X) ] ot + cua X" |

@ Une matrice génératrice de C est

80 8n—k 0 0

0 6(g) 0(gn—«)

Lo 3 0

0o ... 0 0 Ye) e L (-
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0-code module

C=(g)no 8 #0

0-constacyclique (0—cyc|ique raccou rcij

Jac F,g[,X"—a JN € N, g|, X" — 1 (notion de borne)

C=(8)no C = rac((g)i,)
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K
Soit h = Z hiX" € R. Le polyndme réciproque (tordu) de h est
i=0
k .
b= X b
i=0

Le polyndme réciproque (tordu) unitaire de h est

k
1 .
Bt = § Xk=i p;.
8 (ho) =5

Exemple dans F4[X; 6] avec 0 : x — x? € Aut(F,)

h=X>+aX+a
h*=1+X-a+X*-a=1+aX+aX?

R = X2 + aX + a°
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Proposition

Le dual d'un code f-constacyclique est un code 6-constacyclique.

Démonstration.

Soit g = Z,:ok g X' € R unitaire et soit C = (g)?,

s

3h e F[X; 0], ©"(h)-g =X"—a & C=(g)o
deg(h) = k
()
(%)
g h=X"—0"a) = Ct = (h)ne

)

—1eM(g) b =X = (B =| (M), = C*

(1) < X'-g, X - h* >= 0 ((g - h)e) -
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f-code module

C=1(g)no 8 #0

0-constacyclique

C= (g)f,,a

(0-cyc|ique raccourci)

dual
dual

0-constacyclique

ct=(m)Y;

f-cyclique poingonné
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Proposition

Un #-code module auto-dual est ou bien #-cyclique ou bien #-négacyclique.

Démonstration.
C = (g)np auto-dual
«\1/a
= (g)3 = C = Ct = (h"),;

1
= g|, X" —aetg| X" — -
a

= =

= a=
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Deuxieme partie |l

Codes auto-duaux 6-cycliques.
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But de la partie Il :

@ Donner une inteprétation polynomiale des codes #-cycliques auto-duaux :
équation auto-duale dans R

Existence de solutions de I'équation auto-duale

Construction et énumération sur [ ;> en dimension p*

Construction et énumération sur IF» en dimension quelconque
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@ Equation auto-duale.



Equation auto-duale.

Lemme technique

Soit 6 : x > xP € Aut(Fpm) et soit £ = pged(n, m).

hl, X" — 1 hl, X" — 1
h € Fon[X; 0] he T, [X;0]

| A

Conséquence

Sans perte de généralité, on peut supposer que . On note

v
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Equation auto-duale.

Equation auto-duale.

Le code A-cyclique (g)?_,, est auto-dual si et seulement si g = h® ol
h= Xk + ... 4+ o unitaire vérifie :

h%-h=h-h"=X?—1 |:équation auto-duale
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Equation auto-duale

Codes [4,2]4 O-cycliques auto-duaux

F=TF,=Fa),a®>+a+1=0,0:x+— x?

Les factorisations de X* — 1 en produits de deux polyndmes tordus de degré 2 :

X4 -1

(X2+1)-(X2+1)

(X? 4+ aX + a°) - (X? + aX + a)
(X% +a*X +a)- (X2 + 22X + a°)
(X2+ X +a)- (X2+ X+ a2
(X2+X+a%) - (X2+ X+ a)
(X? 4+ 22X + a°) - (X? + a°X + a)
(X? 4+ aX + a) - (X? + aX + a°)
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Equation auto-duale

Codes [10, 5]4 0-cycliques auto-duaux
F=TF,=Fa),a®>+a+1=0,0:x— x?

X101

=(X>+1)-(X>°+1)

=X+ X+ 22X3+ 22 X2+ X +1) - (XS + X +22X3+aX?+ X + 1)
=X+ X +aX3+aX2+ X +1) - (XP+ X +aX3+ 22 X2+ X + 1)
=(X®+aX*+aX3+aX?+aX +1) (X°+a°X* +aX3+a°X2 +aX +1)

= (X5 + 22X+ 22X3 + 22X2 + 22X + 1) - (X5 + aX* + 22X3 + aX? + 22X + 1)
= (X®+a)- (X°+2%)

— 5 codes §-cycliques auto-duaux [10, 5],.
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Equation auto-duale

Codes f-cycliques auto-duaux de dimension 1 sur Fym avec 6 : x — xP.

(X +1/0(a)) X +a)=X2—1ea=—letaP =1
—_———— ——

ht h

@ p=2:1solution X +1

e p =3 (mod 4) et m pair : 2 solutions X + o, a? = —1
@ p =3 (mod 4) et m impair : 0 solution

e p=1 (mod 4) : 0 solution
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Equation auto-duale.

Codes 0-cycliques auto-duaux de dimension k fixée.

o C = (g)2k0 avec deg(g(X)) = k

e C=Cteh h=X*-1hn=¢g

k
— {2J + 1 équations polynomiales et inconnues
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Equation auto-duale.

Codes 6-cycliques auto-duaux sur F,; de longueur < 50

longueur nbr meilleure dist. nbr meilleure dist. meilleure
cyc. cyc. O-cyc. O-cyc. dist. connue
4 1 2 3 3 3
6 3 3 3 3 3
8 1 2 3 4 4
10 1 2 5 4 4
12 5 4 21 6 6
14 3 4 11 6 6
16 1 2 3 4 6
18 9 4 27 6 6
20 1 2 63 8 8
22 3 6 33 8 8
24 9 4 93 7 8
26 1 2 65 8 8
28 5 4 279 9 9
30 27 6 285 10 10
32 1 2 3 4 10
34 1 2 289 10 10
36 25 6 1533 11 11
38 3 8 513 11 11
40 1 2 1023 12 12
42 81 10 2211 12 12
44 5 6 3171 14 14
46 3 8 2 051 14 14
48 17 4 1533 12 14
50 1 2 5 125 14 14
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Equation auto-duale.

Codes 6-cycliques auto-duaux sur Fy de longueur < 30

longueur nbr meilleure dist. meilleure
6-cyc. O-cyc. dist. connue
4 0 3
6 8 4 4
8 0 5
10 20 5 6
12 0 6
14 56 6 6
16 0 8
18 242 8 8
20 0 10
22 492 9 9
24 0 10
26 1800 10 10
28 0 12
30 6560 11 12

Codes 6-cycliques auto-duaux sur 5 de longueur < 30

Pas de code!
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@ Existence des solutions.
@ Existence solutions binomiales.
@ Existence solutions polynomiales.



@ Equation auto-duale.

@ Existence des solutions.
@ Existence solutions binomiales.

© Construction et énumération sur F,» en dimension p°.
@ Construction et énumération sur F,» en dimension non divisible par p.

© Construction et énumération sur > en dimension quelconque.



Existence des solutions. Existence solutions binomiales.

Solutions binomiales : motivation

@ Les bindmes sont plus simples !
e Sip=2
(XK+1)F - (XF4+1) = (1+X9)-(Xk+1)
— X2k + 1
— il existe un code -cyclique auto-dual de dimension k sur Fam (pour tout
0).
@ Si p est impair et 6 = id
(Xk+a)t (Xk+a) = (X+1) (Xk+a)
£ X2k _ 1

— il n'existe pas de code cyclique "binomial” auto-dual de dimension k sur
Fpm avec p impair.

Que dire si p est impair et 6 : x — xP?
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Existence des solutions. Existence solutions binomiales.

On suppose que p est impair.
Soit k € N*.
Soit h=XK+acRtelquea#0et h'-h=X?>*_1.

b= Xkk 14 X0 o =1+ 0% (a) XK

1
5 _ xk
R =X +9"(a)
1
b = k . k
h%-h (X +0k((}:)) (X +()¢)

1 o
_ X2k Xk . Xk
+ a+ ) + )

1 «
2k k k
X+ (9 (a)+9k(a))X + ok
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Existence des solutions. Existence solutions binomiales.

On suppose que p est impair.
Soit k € N*.
Soit h=XK+acRtelquea#0et h'-h=X?*_1.

b= Xkk 14 X0 o =1+ 0% (a) XK

1
5 _ xk
R =X +9"(a)
1
b = k . k
h%-h (X +0k((}:)) (X +()¢)

1 o
_ X2k Xk . Xk
+ a+ ) + )

)Xk @)

X2k 4 (0"((1) + sza)
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Existence des solutions. Existence solutions binomiales.

On suppose que
Soit k € N*, a € F, \{O}eth Xk +acR.

1 «
- h=X*_-1 < ¢k — _=0et—r =—1
)+ ey = o)
1 K
& a+—=0el=-0 )/
(6%
& a’?=-letl=—af !
pk+1
& a?=—letl=(-1)>
& a?=-1,pk=3 (mod 4)
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Existence des solutions. Existence solutions binomiales.

Conditions d'existence de codes auto-duaux "binomiaux” #-cycliques de dimension
k € N* sur F,_,» avec p nombre premier impair et 0 : x — xP.

p=3 (mod4),m=0 (mod2),k=1 (mod2)
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@ Equation auto-duale.

@ Existence des solutions.

@ Existence solutions polynomiales.
© Construction et énumération sur F,» en dimension p°.
@ Construction et énumération sur F,» en dimension non divisible par p.

© Construction et énumération sur > en dimension quelconque.



Existence des solutions. Existence solutions polynomiales.

h® - h= X% —1 |:équation auto-duale

Point de vue insipiré de

@ Sloane et Thompson (codes cycliques auto-duaux)

o et de Giesbrecht (factorisation des polynémes tordus)

— écriture des solutions sous forme de ppcm a droite (lcrm)
— conditions nécessaires et suffisantes d'existence
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Théoreme [Sloane, Thompson, 1983], [Jia, Ling, Xing, 2011]

Soit s tel que p*t1||n = 2k et soit T(n) le nombre de polyndmes f = g x g tels
que g% # g soit irréductible et divise X" — 1 dans F,n[X]. Le nombre de codes
cycliques auto-duaux de longueur n = 2k sur F,m est

(251 + )T i p=2
0 si  pimpair.

Preuve

Soit s tel que pST1||2k.

x*—1=[I A"  JI 60" eRlx]
fi=f2, f irr fi—gig' it} irr

Woh=X*-1 & h=[[h
hlh ) h,' _ fi(X)psH
hi = f(X)¥ si f; irréductible
h; = gi(X)B"(g,.h(X))?“_ﬁ’ sinon
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_ Evistrce dessolutions  Bistencesolutions pobnomiales.__________________
Théoreme [Sloane, Thompson, 1983], [Jia, Ling, Xing, 2011]

Soit s tel que p*t1||n = 2k et soit T(n) le nombre de polyndmes f = g x g tels
que g% # g soit irréductible et divise X" — 1 dans F,n[X]. Le nombre de codes
cycliques auto-duaux de longueur n = 2k sur F,m est

(251 + )T i p=2
0 si  pimpair.

Preuve

Soit s tel que pST1||2k.

x*—1=[I A"  JI 60" eRlx]
fi=f2, f irr fi—gig' it} irr

Rt h=X?*_—-1 < h=T]]h =ppem(h;)
hlh . h’ _ fi(X)ps+1
h; = fi(X)* si f; irréductible
hi = gi(X)* (g} (X))*"~% sinon
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Existence des solutions. Existence solutions polynomiales.

Nombres de codes cycliques auto-duaux sur Fy, Fy, Fg et Fyq.

Dimension IF, Fy Fg Fi6
2° 1 1 1 1
2% 3 1 1425t 1 14 25t1
2 % 5 1 1 1 (1+2°%1)2

25%7 | 142571 | 142F1 | (1425H1)3 | 1408t

25 %0 1 1_|_25+12 1 1+2$+12
(
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Existence des solutions. Existence solutions polynomiales.

Codes cycliques autoduaux [10, 5] sur Fy.

X0 _1=(X =12 (X?+aX+1)% (X2 + 22X +1)2 € FulX
( )7 (X5 +aX + 1) (X*+a X +1) a[X]

irr f=fH4,irr f=F1,irr

(14 2)° = 1 code autodual cyclique engendré par h® ol

h=(X+1D)X*+aX+1)(X2+2°X+1)=X>+1.
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Existence des solutions. Existence solutions polynomiales.

Soit R = Fpm[X; 6] avec 6 : x — xP.
On suppose et on considere
X*—1=(xmr -1 = I fxm” I 67 eFXx7)
f=fS, £ irr fi=gig} .giFer irr

h*-h=X*_-1€R < h=Ilecrm(h;)
Wi h = (X" € R

h = lerm(h;) avec h; = geld(h, f;(X™)P") (d’apres [Giesbrecht, 1998])

Conséquence

S

S'il existe un code f-cyclique auto-dual alors 3H € R, H* - H = (X™ — 1)P’.
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Existence des solutions. Existence solutions polynomiales.

Supposons que H = XK 4 ... + « est solution de

s

HY . H=X*_1=(X"-1).

alors m=0 (mod 2).
o a/0K(a) = —1
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Existence des solutions. Existence solutions polynomiales.

Supposons que H = XK 4 ... + a est solution de

Hi - H=XK—1= (X"-1)"
——
deg 1 €F,[X™]

alors m=0 (mod 2).
o a/0f(a)=-1
e H=(X+a1) - (X+ak),a; €F,
o Nok(a;) =1 ([Lam 86]) avec Nok(x) := 02K~1(x)- - 02(x)0(x)x

Autour de codes définis a I'aide de polyndmes tordus 4-8 février 2019 43 /86



Existence des solutions. Existence solutions polynomiales.

Supposons que H = XK 4 ... + « est solution de
H H= XK —1=(X"-1)".

alors m=0 (mod 2).
[ Oz/@K(OZ) =-1
o H=(X+a1) - (X+ak),a € Fy
o Nok(a;) =1 ([Lam 86]) avec Nox(x) := 02K=1(x)---02(x)0(x)x
o Nok(a) =1

Autour de codes définis a I'aide de polyndmes tordus
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Existence des solutions. Existence solutions polynomiales.

Supposons que H = XK + ... + o est solution de

Hf - H=X?K—1=(X"-1)".

alors m=0 (mod 2).
o a/0f(a)=—1
o H=(X+a1) - (X+ak),a €,
o Nok(a;) =1 ([Lam 86]) avec Nox(x) := 02K=1(x) - 02(x)0(x)x
o Nok(a) =1
On a donc Nk(a)? ' = —1 et Nx(a)? = (=1)K d'oti —1 = (—1)"2 *K

donc

p=3 (mod4) et m/2=1 (mod 2).
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Existence des solutions. Existence solutions polynomiales.

I existe un code 0-cyclique auto-dual de dimension k sur F,m si et seulement si
p=2ou(m=0 (mod2),k=1 (mod 2)et p=3 (mod 4)).

Preuve (p impair)
On a

@ S'il y a un code 6-cyclique auto-dual alors

s

JHe R H* - H=(X"—-1)

donc m=0 (mod 2),m/2 =1 (mod 2),p =3 (mod 4).
De plus

VH e R, H' - H# (X™+1)P
donc t =1 (mod 2) donc k =1 (mod 2)

@ Réciproquement, soit o € IF; tel que a’?=-1.0na

Xk4 2= X1,
) R (a)

(XX )t (XK +a) = X3+ (Qk(a) + 6’"204)
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© Construction et énumération sur F,» en dimension p°.



Construction et énumération sur F 5 en dimension p°
B

Dimension k = p® :

Motivation

@ Conjectures sur [y et Fg

3 codes 6-cycliques auto-duaux sur F4 de dimension 2°
3* — 1 codes 6-cycliques auto-duaux sur Fg de dimension 3°

o X"—1= (X2-1)"
———

deg 1 €Fp[X?]
donc h est un produit de facteurs unitaires linéaires
— degré 1 plus facile que degré quelconque

Principaux outils

@ un lemme d'unicité de factorisation ;

@ un partitionnement
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Construction et énumération sur F 5 en dimension p°
B

On suppose que R = F2[X; 0] avec 0 : x = xP € Aut(F ).
On veut résoudre sur R

R h=X%* —1=(X2-1)"

Rappel (s =0) :
K -h=X*-1ah=X+aaveca?=-letaP 1=-1

@ p=2:1solution X +1
@ p=3 (mod 4) : 2 solutions X + a,a? = —1
e p=1 (mod 4) : 0 solution
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Construction et énumération sur F 5 en dimension p°
B

Code O-cyclique [4,2]4 auto-dual

X4 —1
X4 -1
X4 -1
N——
(X2-1)2
X2 -1

(X% +aX +a%)- (X?+aX + a)

hb h

(X+a%) - (X+1)-(X+1)-(X +a)

unique fact. de nt unique fact. de »

(X+a%) - (X+1)-(X+1)(X+a)
X2—1

(X +a%) - (X +a)

X2-1

Autour de codes définis a I'aide de polyndmes tordus
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Construction et énumération sur F 5 en dimension p®.
o

Soit 6 : x = xP € Aut(F ) et soit R =T 2[X;0].
Soit h= (X + a1)--- (X + ak) € R avec (X + a;| X% - 1).

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La factorisation de h en produit de facteurs linéaires unitaires est unique.
(i) X2 -1 jh.
(i) Vie {1,...,k—=1},(X + ;i) - (X + ajz1) # X2 = lie ajaiq # —1.

Preuve (k = 2)

Soit h= (X + 1) - (X + a2) € R avec X + a;|X? — 1.
Supposons 36, # an, X + Ba|.h.
Soit H = lelm(X + ap, X + 52).

deg(H) =2
H| h
H| X2 — 1

donc H=h=X?—-1.
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Construction et énumération sur F 5 en dimension p°
B

i h=( ), X2 —1 fh
(i

(X+5zk)-~~(X+d1)~(X+a1)~~~(X+Ozk):(X271)k

ht h

avec
[eFfe 7N ] ;ﬁ -1

& { ai(ag ---aj_1)?si i impair;
P = T
e e S/ pair.
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Construction et énumération sur F 5 en dimension p°

R h= (X 1)k X2 -1 Jh
I
(X +ak) (X +a1) (X +ay) - (X+ak) = (X2 -1)k

=Xx2-1

avec
1
ot =1

ooy # —1

{ ai(ay -+ aj_1)?si i impair;
1

Gi=q 1 si i pair
aj(araj-1)? pair.

a16p = —1 donc a% =-1
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Construction et énumération sur F 5 en dimension p°

(X +édy) -

RY - h= (X 1)k X2 -1 Jh
I
(X +a2) (X + ) (X +ak) = (X2 = 1)k

=x2-1

avec
/\f e

iy £ —1

. { ai(ay -+ aj_1)?si i impair;
o =

1 P .
alarar 2 St i pair.
a1éi; = —1 donc a% =-1
0125/2 =-1
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Construction et énumération sur F 5 en dimension p°

(X +édy) -

Rt h= (X" 1)k X>—1 Jn
I
(X +a3) - (X +az) - (X +ak) = (X2 =1)k2

=X2-1
avec
aPtt =1
ajajr; # —1

{ ai(ar -+ aj_1)?si i impair;
i = T
ey Si i pair.

a1éi; = —1 donc a% =-1
agdz =-1
(.k35/3 = —1donc (02(13)2 =1
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Construction et énumération sur F 5 en dimension p°
B

hh-h:(

Y, X2~ 1 Jh

h=(X+a1) - (X+a) - (X+ax)

avec

p=2

k > 2 : 0 solution
k =2 : 2 solutions
k =1 :1 solution

ajair1 = 1si i pair.

Nombre de solutions.

p =3 (mod 4)

2plk=1)/2] solutions

p=1 (mod 4)

0 solution
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Construction et énumération sur F 5 en dimension p°
D

Lemme

Le nombre de codes -cycliques auto-duaux de dimension p® sur IF» avec s > 0
est :

3 si p=2
(pP°+1)/2 _q
0 si p=1 (mod4)

Preuve
R -h=(X2-1) < 3ie{o,...,[p°/2]},
h=(X2-1)-H
HY H=(X?-1)""2 X2 _1 fH

(p°—1)/2 °+1)/2
Z 2p(ps_1_2l-)/2 _ 2p(p + )/ — 1
i=0 p—1
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Construction et énumération sur F 5 en dimension non divisible par p.
p2

Dimension k non divisible par p
Rappel :

Soit R =TF2[X; 0] avec 0 : x — xP.

xX*—1= I ) [ A eFx

fi=f7, £ irr fi=gig; &g’ irr

h*-h=X**-1€R < h=Ilcrm(h;)
he - b = fi(X?) € R

Outils : une paramétrisation des irréductibles de R.
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Construction et énumération sur F 5 en dimension non divisible par p.
p2

[hh h=f(X2),f =i € F[X?], d = degxz(f)]

\

(Fx) =x2 - =1] (F)im d>1]  (f=gxgg(X?)in)

Pour e =1, nbe sol :
2sip=3 (mod 4)

O0sip=1 (mod 4)

lsip=2
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Construction et énumération sur F 5 en dimension non divisible par p.
p2

[hh h=f(X?),f = fi € F[X?], d = degxz(f)]

\

(FX) =X~ @ =1] (F)im d>1]  (f=gxga(X?)in)

25 p =~ (mod 4)
Osip=ce€ (mod 4)
lsip=2
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Construction et énumération sur F 5 en dimension non divisible par p.
p2

[Odoni, 1999]

Irreductibles de F,[X?] de degré d en X?

SN NS

1+ pd d

1+ p?
Irréductibles de F2[X; 0] de degré d

Fp2[X; 0]/ (F(X?)) ~ M;(F pe)
h(X) diviseur de zéro a gauche <« idéal a gauche maximal
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Construction et énumération sur F 5 en dimension non divisible par p.
p2

Soit f(X?) € F,[X?], irréductible, degy. f(X?) =d.
Soit h = A(X?)+ X - B(X?) € R.

ho, f(X?)
~~ ——
irréd

produit de 2 irréductibles
1+ p? facteurs a droite
(Odoni, 1999)

)

B =0 et AX?)|f(X?) € F[X?]
ou

degré d

A
5 =P (mod f) € Fy(X) (+ interpolation de Cauchy)

PO(P) = X a(\:ﬁgd f) € Fpe[X]
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Construction et énumération sur F_5 en dimension non divisible par p
2

Paramétrisation des h(X) € R tels que h%(X) - h(X) = f(X?) avec f = fF,
degy. f(X?) = d= 26.

Soit o € 0 tel que f(a) = 0.

h(X) = A(X2) + X - B(X?) | F(X?)

{ B-0 ou i#O
A(X?)IF(X?) 5= P (mod f)

N o P(a)=u
ot P € Fpp[X]<qg est défini par { P(aP) = P /uP avec u € Fa \ {0}.
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Construction et énumération sur F 5 en dimension non divisible par p.
p2

Soit f(X2) € F,[X?], irréductible, degy. f(X?) = d= 26, f = f*.
Soit h = A(X?) + X - B(X?) € R.

hi-h = F(X?)
(i

B = 0 et A(X2)AN(X?) = f(X?)

ou

A

B =P (mod f)
avec

PO(P)=X (mod f) € F2[X]

et
XP1P(1/X) + X?720(P)(X) =0 (mod f)
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Construction et énumération sur F 5 en dimension non divisible par p.
p2

Paramétrisation des h(X) € R tels que h%(X) - h(X) = f(X?) avec f = fF,
degy. f(X?) = d = 26 avec § impair.

Soit o € F e tel que f(a) = 0.

h(X) = A(X?) + X - B(X?) solution de h%(X) - h(X) = £(X?)
(i

{ B-0 ou i#O
A(X?)IF(X?) 5= P (mod f)

N . P(la)=u . i 1
ot P € Fpp[X]<qg est défini par { P(a?) = aP/uP avec u € de, uP -1 -1
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Construction et énumération sur F 5 en dimension non divisible par p.
p2

Paramétrisation des h(X) € R tels que h%(X) - h(X) = f(X?) avec f = fF,
degy: f(X?) = d = 2§ avec § pair.

Soit o € F e tel que f(a) = 0.

h(X) = A(X2) + X - B(X?) solution de h*(X) - h(X) = f(X?)

B+#0
{ gEP (mod f)

N . P« 5
ol P est défini par { avec u € F%,, uP =1
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Construction et énumération sur F 5 en dimension non divisible par p.
p2

Résolution de h" - h = X8 + X + X* + X? 4+ 1 dans R = [F4[X; 0].

h=A(X?) + X - B(X2) € R avec

g = P, (mod f) € F4(X) et u € Fig = Fa(b),u® = 1.
u P.(X) A(X) B(X) | h=A(X?)+X - B(X?)
1 X3 +2°X +a X% +a ?X+a%| Xt+aX3+aX+a
b3 X3 4 aX + a? X2 4 a2 aX +a | Xt +22X3 42X +2°
B | 2X3+ X2+ aX +a X2+1 PX+a | Xt+axXi+a2X+1
b2 | ax3 + X2+ 22X +a%| X%2+1 aX+a% | X*+a2X3+aX+1
b° X3 X2+ X+1] X+1 | X+ X34+ X2+ X+1

@ ta+1=0etb+b+1=0
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Construction et énumération sur F 5 en dimension non divisible par p.
p2

[hh h=f(X?),f = fi € F[X?], d = degxz(f)]

\

(FX) =X~ @ =1] (F)im d>1]  (f=gxga(X?)in)

25i p=—¢ (mod 4) 1+ pd/2
Osip=ce€ (mod 4)
lsip=2
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Construction et énumération sur F 5 en dimension non divisible par p.
p2

[hh h=f(X?),f = fi € F[X?], d = degxz(f)]

\

(FX) =X~ @ =1] (F)im d>1]  (f=gxga(X?)in)

2si p=—¢ (mod 4) 1l A o 34 pd/2

Osip=ce€ (mod 4)
lsip=2
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Construction et énumération sur F 5 en dimension non divisible par p.
p2

On suppose
x*—1= J[ #fx? 11 f,(X?) € Fy[X?]

fi=ff, £ irr fi=gig; &g’ irr

Le nombre de codes -cycliques auto-duaux sur IF» de dimension k est

N x H (P92 +1) x H (p?/? +3)

f=f4, irr,deg>1 f=ggh

avec d := degy:(f(X?)) et

1 si =2
N=< 2 si ES(mod 4) et k=1 (mod 2)
0 sinon.
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Construction et énumération sur F 5 en dimension non divisible par p.
p2

Codes 6-cycliques autoduaux de longueur 10 sur Fy.

X0 —1=(X2+1)(XE+ X0+ X* + X2+ 1) € Fp[X?]

R h =X~ 1< h=lcrm(hy, hy)

avec
Wby = X2 -1 1 solution
S hy = X84+ X6+ X4+ X2+1 :1+ 22 solutions

— 5 codes #-cycliques de longueur 10 autoduaux sur Fy.
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© Construction et énumération sur > en dimension quelconque.



Construction et énumération sur F 5 en dimension quelconque

Lemme

Soient p un nombre premier, 6 I'automorphisme de Frobenius sur F 2,
R =TF[X;6].
Soit f(X2) in F,[X?] irréductible.
Soit h=hy---he € R avec
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La factorisation de h n'est pas unique.
(i) £(X?) divise h.
(iii) Il existe i dans {1,...,k — 1} tel que h; - hiy1 = F(X?).
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Construction et énumération sur F o en dimension quelconque.

On suppose

x*—1= [ 0P [I AP e

—f i —gig" i
fi=f3, f; irr fi=gig; .gi7g; irr

Le nombre de codes -cycliques auto-duaux sur [F» de dimension k est

3(p*+1) _ 1 (p’P+D —2ps — 3) (1 + p®) + 4p° + 4
P p p P P
N | A U (p° —1)*

f=f5, irr,deg>1 f=ggh
avec § := degy.(f(X?))/2 et
1 si s=0,p=2
3 si s>0,p=2
plP /2 _ 1
N = 2T si p=3 (mod 4)et k=1 (mod 2)
0 sinon.
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Construction et énumération sur F 5 en dimension quelconque

A% h=X"—1

longueur n fixée

[Iongueur n et f;’(XZ)]

systéme polynomial = lerm(h;)

- b = f(X2)P
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Construction et énumération sur F 5 en dimension quelconque

cnct={0}

RE-h=X"—1

longueur n fixée [Iongueur n et f,-(Xz)]

systéme polynomial h = lerm(h;)

e - by = f(X2)P
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Construction et énumération sur F 5 en dimension quelconque

g-h=X"—1g=H gerd(g, h) = 1

[Iongueur n et f;‘(Xz)]

longueur n fixée

systeme polynomial g = lclm(g;), gih = f,-(Xz)Ps

g,-:h?
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Construction et énumération sur F 5 en dimension quelconque

g-h=X"—1g=H gerd(g, hf) =1

longueur n fixée [Iongueur n et f,-(XQ)]

| |

systeme polynomial g = lelm(g;), gih: = f;_(X2)p5

hﬂ/\
8i = Nn;

gerd(g;, h,h) =1
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Troisieme partie |l

Codes d'évaluation tordue.
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@ Evaluation des polynémes tordus (d'aprés Lam & Leroy, 1988).



Evaluation des polynémes tordus (d'aprés Lam & Leroy, 1988)

Pour f dans R et a dans K il existe un unique g dans R et un unique a dans K

. K — K N
tels que f = g - (X — a) + a. L'application f : { o0 = a2 est associée a cette

division a droite et on note a = f(a).

Sif=> aX"alors
f(a) = Z a;N;(a)

ol N;(«) est définie par :
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Evaluation des polynémes tordus (d'aprés Lam & Leroy, 1988)

O-classes de conjugaison

Soient a,b € K, a et b sont f-conjugués s'il existe y dans K* tel que b = a” ou

=0(y)ay "

Ceci définit une relation d’équivalence sur K.

@ Sur K = Fam, avec 6 : x — x?, il y a deux f-classes de conjugaison :
{0} et K.

@ Sur K = F3m, avec 6 : x — x3, il y a trois f-classes de conjugaison :

{01, {0yt =y%y e K} et {al(y)y ' = ay’,y € K}

ol a € K est générateur de K*.
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Evaluation des polynémes tordus (d'aprés Lam & Leroy, 1988)

Formule du produit

Soient f et g dans R et soit a dans K.
e Si g(a) =0 alors (f - g)(«) = 0.
e Si g(a) #0, alors
(f - g)(a) = f(a¥*))g(a)

Démonstration.
g(X) = a(X) - (X — ) + g(a) et £(X) = qa(X) - (X — a#(®) + F(as(e))

FOX) - qu(X) - (X — @) + q2(X) - (X — af@) . g(«)

0(g(@))-(X=a)

F(X) - &(X)

+f(a8)g(a)

= (f(X): qu(X) + q2(X) - 0(g(e))) - (X — )
+f(af)g()
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Evaluation des polynémes tordus (d'aprés Lam & Leroy, 1988)

Soit n € N*. Soit a = (g, ...,a,) € K™

P-indépendance

On dit que ag, ..., a, sont P-indépendants si

deg(lclmi<j<p(X — i) = n.

Matrice de Vandermonde (k < n)

|

1 1
Nl(al) N1(Oz2) A e /V1(Oén)
Ve (o) = Na(av) No(az) - No(ap)
k7n(f) ) ) )
Neor(ar) Nees(az) - - Neea(am)

Propriété

rang( V,ﬁn(g)) = deg(lelmy<j<n(X — @j))
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Evaluation des polynémes tordus (d'aprés Lam & Leroy, 1988)

Les résultats qui précédent se déclinent dans un contexte plus général :

K corps non nécessairement commutatif (< division ring > ou < skew
field »),

0 € End(K),
& : O-dérivation : Va,b € K,

d(a+ b) =d(a) + (b)
d(ab) = d(a)b + 6(a)d(b)

R = K[X;90,4], anneau de polynémes tordus :

Vae K,X-a=0(a)X +d(a)

R euclidien a droite (existence de Iclm, gerd)
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Evaluation des polynémes tordus (d'aprés Lam & Leroy, 1988)

Si K =g, alors la seule dérivation possible est 6 = 3(6 — id) ot 5 € Fy.
Par un changement de variable, on peut se ramener a 6 = 0.

[ K[X;0,0] — Kl[Z;0] . . , . .
H: { % — Z- 3 isomorphisme d'anneaux (Hilbert twist)

(X - a) H(0(a)X + 8(a))
= 92(&')(Z E B) + po(a) — Ba

— H(X)-H(a)

On a donc f(a) = H(f)(a + B)
— la dérivation n’apportera rien ici.
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@ Code d'évaluation tordue.



Code d'évaluation tordue

Code d’évaluation tordue

Soient k < n dans N*, soient ayq, ..., a, P-indépendants dans K.
Le code d'évaluation tordue de support a = (a, ..., a,) est défini par

Ch o(@) = {(f(ar),....f(an) | f € R,deg(f) < k}

Remarques :
o Cf (@) ={mx V{ (a) | meFe}

o CJ ,(a) est de dimension .
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Code d'évaluation tordue

Soit k < n € N*. Soient a4, ..., o, P-indépendants dans IF,.
Ci ,(a) est un code MDS (d = n— k +1).

v

Démonstration.

On montre que le code ne possede pas de mot non nul de poids < n— k + 1.
Soit ¢ = (f(a1),--.,f(ay)) avec deg(f) < k et wy(c) < n— k.

Soit | ={i € {1,...,n}| f(a;) = 0} et soit S(X) = lelm;e; (X — o).

Alors #1 > k, deg(S) = #/ car («;);es sont P-indépendants et S(X) divise
f(X) a droite;

donc f =0et c=0.
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Code d'évaluation tordue

Exemples

o K=TF,, 0=id, ai,...,q, distincts deux a deux :
code GRS (Generalized Reed Solomon)

e K=F, 0=id, a; = o'~ avec «a racine primitive n® de 1 :
code RS (Reed Solomon)
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Code d'évaluation tordue

o K=F;=Fpn, 0:x—xP,
a1, ...,a, P-indépendants et conjugués a 1 (Vi,a; = 0(y;)/y:) :
code équivalent a un code de Gabidulin de support (y1,...,Yn)-

_y]. y2 .« .. “ .. yn
6(y1) 0(y2) - 0(yn)
Vi) =| G
05 1(n) 05 () - e 0 (ya)

1/yp 0 0

0 1)y, - 0

: 0

0 0 1/yn
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@ Décodage.



Soit C un code [n, k, d],.
Soit 7 un entier, soit ¢ € C. Soit r = ¢ + e avec wy(e) < 7.
On veut déterminer

D(ry={¢eClwuy(&—r)<T}

c'est a dire I'ensemble des ¢ de C tels que ¢; = r; pour au moins n— 7 valeurs de i.
Soit t = | 951 | (capacité de correction du code).

Si 7 < 't, on a un décodage unique (D(r) = {c}),
sinon on parle de décodage en liste.
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Ici d =n—k+1 (code MDS) et ¢ = (f(a1),...,f(an)) avec f € Rey.

On veut trouver tous les polyndmes g de degré < k tels que g(«;) = r; pour au
moins n — 7 valeurs de /

— probleme de < reconstruction polynomiale >

o Cas commutatif (code RS/GRS) :
Berlekamp Welch (1960) pour le décodage unique;
Sudan (1999) et Guruswami (2002) pour le décodage en liste.

o Cas des codes de Gabidulin :
Loidreau (2007) et Robert (2016) pour le décodage unique avec la métrique
rang.
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Principe du décodage (Berlekamp-Welch)

[D. Augot, JNCF 2010, chap.4]

C, code GRS [n, k,n — k + 1], de support a = (a1, ..., ) avec aq, ...,
distincts deux a deux.

c = (f(a1),...,f(an)) € C, r=c+eavec wy(e) < t:=|(n—k)/2].
e Soit E(X) = H (X — @) (polyndme localisateur d'erreurs). Alors
i|e,-750
Vie{l,...,n},f(o) =riou E(aj) =0
donc E(f — r;) = Ef — Er; s'annule en «; pour tout /7 :
(Ef)(Oé,) - E(a,-)r,- =0
De plus deg(E) < t et deg(f) < k—1
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@ Soient Qo(X) et Q1(X) € Fy[X] sont tels que Qo + Q1 r; s'annule en «; pour
tout i de {1,...,n}:

(*¥) Qo(ai) + Qu(ai)ri =0

avec deg(@Qq1) < tetdeg(Q) <t+k—1, alors f =—Qo/Qx.

En effet

Qo + @ f s'annule en au moins n — t points distincts;
deg(Q + Qif) <t+k—-1<n—-t—-1

donc Qo + @1f = 0.

Remarque : nombre d'inconnues : (t + 1) + (t + k) > n+ 1 donc (*) a une
solution.
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C un code d'évaluation tordue [n, k,n — k + 1], de support a = (a1, ..., an)
avec aj, . .., o, P-indépendants.

c=(f(ar),...,f(an) € C, r=c+ e avec wy(e) < t:=|(n—k)/2].

o Soit E(X) = lclmjj,0(X — ") (polynéme tordu localisateur d'erreurs).
Alors

Vie{l,...,n}, f(a;) =riou E(af(af)_rf) =0
donc E-(f —r;)=E-f — E-r; s'annule en «; pour tout i :

{ (E-f)(oi)— E(af)ri=0 sir#0
(E-f)(aj)=0 sirp=0
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@ Soient Qo(X) et Q1(X) € R sont tels que pour tout i, Qy + Q1 - r; s'annule
en q; :
(*){ o(a )+Ql( i)ri=0 S!fi?éo
Qo(a) = sirp=0
<k

avec deg(Qq) < t et deg(Qo)
droite de — Qg par Q.

— 1, alors f est le reste de la division a

En effet

(Qo + Q1 - f)(a,) =0sirn= f(Oé,') ie.eg=0;

lelmjje,—o(X — o) divise Qo+ Qi1 - f a droite;

deglclmj,—o(X — i) > n — t car les o sont P-indépendants;
deg(Qo—i—Qlf)§t+k—1§n—t—1,'

donc Qy+ Q1 -f =0.
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Algorithme

Entrée : r = c + e avec ¢ = (f(a1),...,f(an)), f € Fq[X; 0], deg(f) < k,
ecFpetwh(e)<t=(n—-k—-1)/2
Sortie : f
1: Trouver Qo de degré < k + t, Q1 de degré < t tels que pour tout i dans
{1,...,n}
(+) Qo(ai) + Qu(ai)ri =0 sir#0
Qo(a,') = 0 Si ri = 0
2 : f(X) « quotient dans la division a gauche de Qo(X) par —Q@:(X) dans
Fq[X; 6]
3: rendre f
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Une observation ...

@ Dans le cas commutatif,

E(X)=[[(X —a)

e,-;éO
a un degré égal au poids wy(e) de e.
@ Dans le cas non commutatif,
E(X) = lelmg,20(X — af)

a un degré inférieur ou égal a wy(e) (car les ' ne sont pas nécessairement
P-indépendants).
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... une nouvelle métrique.

Considérons

| deglelme (X —af) sie#0
wa(€) = { 0 sinon

+ On montre que w, est le poids de la métrique tordue définie dans [U.
Martinez-Pefias, 2018]

+ Avec cette métrique, les codes d'évaluation tordue sont MDS.

+ L'algorithme de décodage précédent reste valide.
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Merci pour votre attention !
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