Algorithme de Mdéller avec signatures
pour le calcul de bases de Grobner fortes
a coeflicients dans un anneau principal

Maria Francis Thibaut Verron

Depuis leur introduction par Buchberger [2] en 1965, les bases de Grobner
sont devenues un outil fondamental en calcul formel. Pour une algébre de po-
lynoémes a coefficients dans un corps, des algorithmes de plus en plus avancés
ont été développés. La génération d’algorithmes la plus récente est formée par
les algorithmes “a signatures”, qui utilisent la notion de signature pour détecter
et éliminer des réductions inutiles ou redondantes. Aprés des travaux prélimi-
naires [I2], le premier algorithme a signatures était lalgorithme F5 [6], qui a
démontré que garder la trace des signatures permet de détecter un grand nombre
de réductions a zéro via le critére F5. L’algorithme F5 permet de calculer une
base de Groébner d’un systéme donné par une suite réguliére — ce qui est gé-
nériquement le cas pour un systéme non-surdéterminé — sans réduction a zéro.
L’invariant crucial qui rend ce calcul possible est que les signatures augmentent
tout au long de l’exécution de l’algorithme. Les algorithmes & signatures ont vu
de nombreuses avancées depuis lors, une comparaison exhaustive en est exposée
dans [4].

Les bases de Grobner peuvent également étre définies et calculées pour des
polynomes & coefficients dans des anneaux [I, Ch. 1]. Certaines applications
requiérent ce cadre, par exemple en cryptographie sur les réseaux [7] (coefficients
dans Z), ou comme un outil d’élimination [I3] (coefficients dans K[X7, ..., X]).

Le développement d’algorithmes & signatures pour les polynoémes & coeffi-
cients dans un anneau a été 'intérét de plusieurs travaux récents. Un premier
article [5] en 2017 a présenté une adaptation de lalgorithme de Buchberger pour
les anneaux euclidients (d & Kandri-Rody et Kapur [I0]), prenant en compte
les signatures. Cet article démontre, en exhibant un contre-exemple, que cette
technique ne permet pas de maintenir des signatures croissantes, et que par
conséquent la correction et la terminaison de ’algorithme ne peuvent étre ga-
ranties. Néanmoins, l'algorithme avec signatures peut détecter le moment o il
ne garantit plus un résultat correct, et étre ainsi utilisé comme une phase de
précalcul.

Dans une autre direction [8], nous nous sommes intéressés a un algorithme di
a Moller [IT] (que nous appelons algorithme faible dans la suite), permettant de
calculer une base de Grobner dite faible pour des polynomes & coefficients dans
un anneau noethérien effectif. En restreignant cet algorithme aux coefficients
dans un anneau principal, il est possible de le rendre compatible avec le calcul
de signatures. La différence cruciale avec lalgorithme présenté dans [5] est que
les signatures sont comparées comme dans le cas des corps, sans attribuer un
ordre aux coefficients. Elles ne sont donc que partiellement ordonnées, mais les



signatures calculées au cours de ’exécution de ’algorithme forment une suite
croissante (au sens large). Il devient notamment possible d’implanter le critére
F5 permettant de calculer une base pour un idéal généré par une suite réguliére
sans réduction a zéro.

Cependant, cet algorithme de Moller faible n’a qu’un intérét théorique, car
il fait intervenir une combinatoire qui devient impraticable dés que la base de-
vient moyennement longue. Dans le méme article, Méller a présenté un autre
algorithme (dit fort dans la suite) dédié aux anneaux principaux, et permettant
de calculer une base de Grobner forte. Cet algorithme de Moller fort remplace
la combinatoire cofiteuse par des calculs de paires, similaires & ce qui est fait
dans 'algorithme de Buchberger. Dans ce travail, on montre comment adapter
cet algorithme pour qu’il tire profit de l'utilisation de signatures.

Buchberger a présenté en 1983 [3] deux critéres permettant d’éliminer des
réductions inutiles. Dans le cas de ’algorithme de Buchberger sur les anneaux, on
montre que ces critéres peuvent toujours étre implantés de maniére compatible
avec les signatures, en utilisant une idée similaire & celle de Gebauer et Moller [9]

L’algorithme de Moller fort, ainsi optimisé avec les critéres de Buchberger et
le critére F5, permet de calculer une base de Grobner en considérant moins de
S-paires que l'algorithme de Moller fort sans signatures, en calculant moins de
réductions, et, pour un systéme décrit par une suite réguliére, sans réduction a
zéro. De plus, on a vérifié expérimentalement qu’il calcule moins de S-polynoémes
que ’algorithme de Moller faible avec signatures, et que, sans surcofit combina-
toire, il est significativement plus rapide.
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