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La théorie de Picard-Vessiot (PV pour simplifier) des systémes bi-linéaires
(i.e. systeémes linéaires en les variables d’état ¢1,...,gn et lindaires les com-
mandes ug, . .., Uny,) a été réalisée dans [5]. Cette théorie permet d’employer en
automatique, avec succes, les groupes algébiques linéaires (i.e. Palgebre différen-
tielle des équations différentielles linéaires) dont certaines questions ont éré
résolues & aide de la théorie des algébres de Hopf [I] et certains aspects com-
biatoires et effectifs ont été initialisés dans [6].

11 est également connu depuis [4] qu’étudier la sortie, y, d’un systéme non
linéraire revient a étudier la dualité entre, d'une part,

— la série de Chen, Cj.,, des formes différentielles wy(z) = ug(2)dz, ...,

wWm(z) = (2)dz et au long d’un chemin zg ~> z sur §2 (une variété simple-
ment connexe de dimension 1),

— la série génénératrice du systéme (non nécessairement rationnelle) en les
variables non commutatives sur 'alphabet X = {xq, ..., 2, } (le monoide
libre généré par X est dénoté par X* et 1x- est son élément neutre).

De cette maniere,

— en notant (H(f2), d/dz) 'anneau différentiel des fonctions analytiques sur
Q (13(q) est son élément neutre),

— en équippant H(Q){(X) (anneau des séries formelles sur X et & coeffi-
cients dans H(2)) V'opérateur différentiel défini par

VS € Cly@)(X), dS= > (jzw | w>)w =0, (1)
weX*

la théorie PV des systemes non linéaires est intimement reliée a celle de I’équation
différentelle non commutative d’ordre 1 suivantel]

ds = (ﬁ_n: it )5 )

La série de Chen précédemment mentionnée est alors une solution de type
groupe de (), obtenue par l'itération de Picard (convergente pour la distance
ultramétrique sur les séries formelles) initialisée en (Cyw.z | 1x+) = 1yo)lx-.

Dans cet exposé, nous illustrons cette théorie, en cours de construction, avec

X ={zo,21}, Q= C\/{\é,/l}, up(z) =z tetu(z) =(1—2)"1  (3)

1. L’équation (@) es considérée comme une équation différentielle universelle : en rem-
plagant les lettres {z;};=0,1 par les matrices constantes {M;}i—o,m (resp. champs de vector
analytiques {A;}i=0,m), on a affaire avec une équation linéaire (resp. nonlinear).



La série de Chen correspondante est alors C, .., = L(2)(L(20))"1, ot

L(z) = > Liy(2)w, (4)
weX*

avec, pour n > 0, (ny,...n,) e N, reNet z € C,|z|< 1,

. ~ log"(2) ) B z
Lign(2) = — et legl—la:l.“wgqﬂflwl(z) = Z N (5)
k1>...>k.>0

La série L est aussi une solution de type groupe de () et L(zo) € C.13q){(X)
(indépendant de z) est également de type groupe.

En particulier, nous calculons la sortie y, et son compotement asymptotique
en z = 1, des systéemes dont la série génératrice est combinaison linéaire des
séries de la forme

(FQ) Ela:il e EjajijEj+1, ou T, € X, B € Crat«fﬁo»,
(Fl) Ell'il e ijijEj+17 ou Z;, S X, Ek S Crat«xl»’
(FQ) Elxil . Ej.’L‘ijEjJrl, ou T, € X, FE € Crat«l'()» L Crat«xl».

Pour ce faire, nous considérons I’algebre engendrée par des polylogarithms,
{Liy }wex+, & coefficients dans anneau différentiel Cc = spang{z%(1—2)"}apec
(l'image de C™'((xq)) o C***((z1)) par Li,) et l'algébre engendrée par des po-
lyzétas {C(v)}vewox+z, (considérés comme des constantes d’intégration interve-
nant dans cette étude).

L’algebre Co{Liy }wex+ ('image de C*((zo)) w C™*{(x1)) v C(X) par Li,)
est stable par les opérateurs différentiels 0y = zd/dz, 0, = (1—z)d/dz et par leur
sections (g, 1. Cette algebre bi-intégro-différentielle est également stable par le
groupe des transformations engendré par {z +— 1/z,z2+— 1 —z}.

Ainsi, avec les données en (@), nous avons

— (H(Q)(X)),d) est un anneau différentiel et kerd = C.14(q) (X)) ;

— Dextension PV de @) est Cc (X )(L);

— le groupe de Galois différentiel de (2) est le groupe {e}oeiee (xy-
D’autres exemples sont & poursuivre suivant [2] [3]
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